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Abstract 
Troesch, A., Interpretation geometrique de l’algorithme d’Euclide et reconnaissance de segments, 
Theoretical Computer Science 115 (1993) 291-319. 
In this paper we examine the relations between the code of discrete straight lines and some 
geometrical transformations operating on them. This will permit us to give a geometrical interpreta- 
tion of Euclid’s algorithm by means of these transformations. 
Next we shall give two applications: 
- an algorithm determining the run length slices of these straight lines. 
a recognition algorithm of straight-line segments giving the characteristics of these segments when 
the test is positive. 
Troesch, A., Interpretation geometrique de I’algorithme d’Euclide et reconnaissance de segments, 
Theoretical Computer Science 115 (1993) 29 l-3 19. 
Dam cet article nous examinons les relations entre le code des droites disc&es et certaines 
transformations geometriques operant sur ces droites. Ceci nous permettra de donner une in- 
terpretation geometrique de l’algorithme d’Euclide au moyen de ces transformations. 
Nous donnerons ensuite deux applications: 
un algorithme determinant la longueur des paliers de ces droites. 
un algorithme de reconnaissance de segments de droites, donnant, dans le cas ou le test est positif, 
les caracteristiques de ces segments. 
1. Introduction 
La gkomttrie discr2te se propose comme but d’approcher les objets de la glomltrie 
du continu par des objets discrets, afin de rendre celle-ci compatible avec les 
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ordinateurs, leurs tcrans, leurs imprimantes . . . Elle est ainsi au coeur du conflit entre 
ces deux concepts apparemment antegonistes que sont le discret et le continu, mais 
avec la ferme intention de les reconcilier. L’espoir de cette reconciliation peut etre 
trouve ~ et c’est la ce qui guide notre intuition dans notre approche de la gtometrie 
discrete - dans l’analyse non standard. A travers la presentation axiomatique qu’en 
a donnt Nelson [ 191 (voir aussi [9]) nous comprenons que toutes les mathtmatiques 
doivent pouvoir se reconstruire en n’utilisant que des ensembles finis (mais suffisam- 
ment grands) et que l’analyse non standard fournit ainsi le cadre ideal dans lequel 
continu et discret peuvent trouver un terrain d’entente et de collaboration. Les 
nombres reels peuvent, par exemple, Ctre represent&s par les entiers relatifs de Z “VUS 
de loin” c’est a dire a une echelle dans laquelle l’unite est represent&e par un entier 
infiniment grand. Ce point de vue offre ainsi la possibilite d’arithmktiser la geometric.’ 
On ne s’etonnera done pas de ce que notre conception de la geometric discrete est 
entierement arithmetique. Nous nous placerons dtliberement dans Z2 et ne ferons que 
des raisonnements arithmetiques. Nous commencons par rappeler la definition des 
droites disc&es don&e par Reveilles [23, 241: (x, y) appartient a la droite discrete de 
pente a/b et de reste initial rO, si 
xa-by+r,=r,,,, vtrifie O<r,,,<h. 
C’est en quelque sorte une equation de droite, mais comme nous travaillons avec des 
entiers nous remplacons 0 par un intervalle pour obtenir suffisamment de points. Les 
nombres a, b et y0 seront appeles les curucthristiques de la droite. Le nombre rx,y est 
appele le reste en (x, y): c’est le reste de la division euclidienne de xu + rO par b (tandis 
que y en est le quotient). 
Nous introduisons ensuite ce que nous appelons le code fonctionnel (ou plus 
simplement code) et qui jouera un role central dans toute la suite. Nous interpreterons 
certaines transformations du code d’une droite discrete au moyen de transformations 
geometriques, ce qui nous conduira a une interpretation geometrique de l’algorithme 
d’Euclide. Nous esptrons donner ainsi un tclairage nouveau de la relation existant 
entre ce dernier et le code des droites disc&es. Le point cl& de cette partie sera la mise 
en evidence des relations existant entre les caracteristiques d’une droite et de ses 
images par les transformations considerees. Comme sous-produit de ces resultats nous 
obtenons un algorithme determinant les debuts et les fins de paliers d’une droite 
discrete c’est a dire le premier et le dernier de tous les points de la droite situ&s a une 
meme ordonnee. 
Enfin, nous donnerons une caracterisation de l’ensemble des droites disc&es: c’est 
l’ensemble des sous-ensembles de L2 qui se transforment par une succession des 
operations introduites en une droite de pente nulle. Nous verrons comment en deduire 
un algorithme de reconnaissance de segments de droites connaissant leur code. 
Les relations entre les caracttristiques d’une droite et de ses transformees nous 
’ Bien que nous laissant guider par elle dans notre approche de la gtomktrie discrite, nous n’aurons pas 
besoin d’utiliser l’analyse non standard dans la suite de cet article. 
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permettront de determiner les caracteristiques de ces segments de droites. Nous 
terminerons en indiquant deux autres applications: la polygonalisation de courbes et 
la determination de la tangente a une courbe discrete. 
Les nombreux travaux qu’on peut trouver dans la litterature s’appuient surtout sur 
une conception “reelle” de la geometric discrete et non sur une conception entierement 
arithmetique. On pourra trouver dans [7] un resume des travaux anterieurs a 1985 et 
une abondante bibliographie. Voici un bref apercu historique. 
En 196.5, Bresenham [4] a publie l’algorithme de trace rapide d’un segment de 
droite discrete qui Porte desormais son nom. Ce fut un des premiers d’une longue serie 
de travaux ayant pour objet les droites disc&es. En 1985, le m&me auteur [S] 
a consacre un volumineux article a la construction d’un algorithme permettant de 
determiner leurs paliers. Recemment Reveilles, dans [24], a donne un algorithme 
permettant de determiner la longueur des paliers dans le cas d’une droite discrete 
“naive” definie par 
oh le crochet designe l’entier y tel que 0 d ax/b - y < 1, c’est a dire la partie entiere de 
ax/b. La preuve de cet algorithme est nettement plus simple. 11 est different du notre et 
moins general. 
Par ailleurs, de nombreux auteurs se sont interesse a la reconnaissance de segments 
de droites pour les motifs suivants: 
~ la determination des caracteristiques des segments de droites composant une image 
permet une compression des informations. 
- Elle permet aussi de changer l’echelle d’une image sans perte de definition. 
En 1970, Freeman [14], apres avoir montre comment on pouvait coder certaines 
courbes discretes dans Z2 (voir Section 2) enonce trois conditions que devait verifier 
ce code pour que celui-ci soit le code d’un segment de droite: 
(1) Le code ne contient que deux symboles distincts et ceux-ci ne different que d’une 
unite modulo 8. 
(2) L’un au moins de ces elements de code est isole. 
(3) L’element isole est reparti le plus uniformtment possible. 
Cette derniere condition est assez vague. De plus aucune demonstration n’est don&e 
montrant que ces conditions caracterisent bien les droites disc&es. 
En 1974, Brons [6] donne une interpretation algorithmique precise de la troisieme 
condition de Freeman, mais sans montrer que ces conditions caracterisent les droites 
disc&es. 
La meme annee, Rosenfeld [25] &once une autre propriete du code dun segment 
de droite, la “chord property”, et montre cette fois-ci que celle-ci est vraiment 
caracteristique. Arcelli et Massaroti [I], en 1976, montrent que la courbe associee 
a un code de Brons verifie la “chord property”, et par suite, que les codes ainsi obtenus 
sont des codes de droites disc&es. 11s proposent ensuite un algorithme de reconnais- 
sance de segments. En 1982 Lee et Fu 1171 dtcrivent un autre algorithme base sur la 
FFT. 
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r:=r-b2; 
y:=y+ 1; 
fin; 
x:=x+ 1; 
fin; 
Les coordonnles x et y des points affiche sont caracttrises par la double inegalitt: 
0<2ax-2by+b<2b. (1) 
En effet la quantite 2ax-2by+ b n’est rien d’autre que la valeur de r a l’iteration x. 
Remarque. On constate que r = 2ax - 2by + b a la mCme paritt que b. 
Si b = 2b, alors r:= 2r,, avec rr = ax - by + b, , et la condition (1) devient 
Obr, =ax-by+b, <b. (2) 
Si b=2bl + 1 alors r=2r, + 1, avec r1 =ax-by+b,, et la condition (1) est encore 
equivalente a (2). 
11 est done possible de simplifier l’algorithme de Bresenham en prenant a la place de 
2ax-2by+ b, r=ax- by+ [b/2] (le crochet designant la partie entiere de b/2): 
x:=o;y:=o; 
r:= b div 2; 
tant que x<b faire 
debut 
afficher le pixel (x, y); 
r:=r+a; 
tant que r>b faire 
debut 
r:=r-b; 
y:=y+ 1; 
fin; 
x:=x+ 1; 
fin; 
Remarque. Dans toute la suite nous noterons respectivement a div b et a mod b le 
quotient et le reste de la division euclidienne de a par b. 
2.1. Les droites dishtes 
Nous venons de voir que la droite de Bresenham de pente a/b etait definie par 
D={(x,y)EZ’IO<ax-by+[b/2]<b}. 
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De facon plus glnerale: 
Dkfinition 2.1. Nous appellerons droite discrete de pente a/b et de reste initial y0 le 
sous-ensemble D de Z2 defini par 
D={(x,y)EZ2jO<ax-by+r,<b}. 
Y et TX,,, =ax-by+rO, 
respectivement comme le quotient et le reste de la division euclidienne de ax + r0 par b. 
C’est pourquoi nous appellons reste le terme rX_. 
Pour tout x, il existe, sur une droite discrete, un unique point d’abscisse x. Son 
ordonnte est alors y = [(ux +rO)/b]. Nous noterons pour abrlger r, la valeur 
r,,C,,,b+rul =(ax + rO) mod b. La fonction rX mesure la deviation de la droite par 
rapport a la droite ideale qu’on voudrait tracer. La relation definissant y etant 
fonctionnelle, cette droite n’est done 8-connexe que si a< b. 
2.2. Le code de Freeman 
Dans [14] Freeman a donne une mtthode generale pour coder une courbe 8- 
connexe dans Z2. Ce code est un code gtomttrique. A chacune des 8 directions 
principales on associe un entier selon le schema suivant (Fig. 1). 
Le codage consiste alors en une suite de nombres compris entre 0 et 7 indiquant la 
direction dans laquelle se trouve le point suivant. 
3 2 1 
\I/ 
4 /I\ O 
5 1 6 
Fig. 1. 
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2.3. Le code fonctionnel 
Profitant de ce que les droites disc&es que nous considkrons ici sont des graphes de 
fonctions de Z dans Z, nous utiliserons ce que nous appellerons le code fonctionnel, qui 
permet de coder les fonctions y=f(x). Ce code jouera un r61e cl& dans toute la suite: 
Dkfinition 2.2. Soit f: ZH Z une fonction nous appellerons code fonctionnel de f 
en x, ou plus simplement code de ,f en x, le nombre 
c,=f(x+ 1)-f(X). 
Nous appellerons code de f la fonction c : I H Z. 
Ce code n’est rien d’autre que la diffkrence premikre def: Sa connaissance et celle 
d’une valeur initiale suffisent pour calculer les valeurs de f aux points de coordonnkes 
entikres. Lorsque la pente de la fonction f est positive et infkrieure A 1 le code de 
Freeman et le code fonctionnel coincident. 
Proposition 2.3. (Reveilles [23, 241). Le code d’une droite discrkte de pente aJb (avec 
a 30 et b>O) et de reste initial r0 est @al ti 
c,=[a/b] si Odr,=(axfr,)modb<b-(amodb), 
c,=[a/b]+l si b-(amodb)dr,=(ax+r,)modb<b. 
En particuler, le code d’une droite n’est formb que de deux entiers distincts au plus et ces 
deux entiers diferent alors d’une unitt. 
Dbmonstration. 
a(x+ l)-by+rO=r,.,+a=r,.,,+b[a/b]+(amodb). 
Par conskquent on obtient 
a(x+ l)-b(y+[b/a])+r,=r,,,+(amodb). 
(1) Si Odr,,, <b-(amodb) on a O<r,_+(amodb)<b. 
Par conskquent 0 d r,+ +ca,bl < 6, et ainsi c, = [a/b]. 
De si ,, 3 -(a on obtient 
Odr,,, -b+(amodb)<b, 
c’est B dire 
et ainsi c, = [a/b] + 1. q 
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DCfinition 2.4. Nous appellerons palier horizontal d’une droite disc&e de pente 
infkrieure A 1 un ensemble maximal de points de cette droite ayant la mtme ordonnle. 
Ce sont done des segments horizontaux. Nous appellerons “d&but de palier”, (resp. 
“fin de palier”) une borne gauche (resp. droite) d’un palier. 
Corollaire (Reveilles [23, 241). Les dkbuts de paliers de la droite disc&e de pente 
a/b< 1 et de resre initial r0 sent caractkrisks par la relation 
0 < r, < a. 
Les fins de paliers de la droite disc&e de pente a/b < 1 et de reste initial r0 sont 
caractbriskes par la relation 
b-a<r,<b. 
Dbmonstration. Pour les fins de paliers c’est une constquence immkdiate de la 
proposition 1: ce sont les points oti le code est &gal A 1. 
Les d&buts de paliers sont les points qui suivent les fins de paliers. Par conskquent le 
reste en un dkbut de palier est &gal au reste au point prtckdent augment6 de a-b (ou 
dimink de b-a). 0 
3. Transformations gComCtriques et code 
Examinons A prksent comment opkrent sur les droites disc&es quelques trans- 
formations gkomktriques simples. Les relations entre les caracttristiques des droites 
initiales et celles de leurs transform&es seront essentielles pour la suite. 
3.1. Glissement 
Dbfinition 3.1. Nous appellerons transvection de paramittre p l’application T de 2’ 
dans Z2 dtfinie par 
W, Y) = (x, Y - PX). 
Proposition 3.2. Soient D la droite disc&e de pente a/b>O, de reste initial rO, et T la 
transvection de paramktre p <a/b. 
L’ensemble D’ = T(D) est la droite disc&e de pente a/b-p et de reste initial ro. De 
plus si r’ et c’ reprksentent respectivement le reste et le code de D’, on a 
rT(x.y)=rx,v et c:=c,-p 
Autement dit, la transvection de paramktre p transforme une droite disc&e en une 
droite discrhe en conservant le reste et en diminuant le code de p. 
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Dbmonstration. Si (x, y)gD, on a 
Odr,,, =ax-by+r,<b. 
Mais Y,,~ =ux-b(y-px)+rO-bpx=(a-bp)x-b(y-px)+r,. Ceci signifie que 
T(x, y) appartient g la droite disc&e D’ de pente (u - hp)/b = a/b-p, de reste initial rO. 
Et de plus r;(,, Yj = Y,. g. 
D’autrepart, si (x, yX)eD et (x + 1, yX+ 1 )ED, les ordonnkes des points transform&s 
par T sont respectivement y, -px et yX+ 1 - p(x + 1). 11 en rtsulte que ck = 
y,+,-p(x+ l)-yX+p.X=c,-pp. 0 
3.2. Symktrie par rapport a la diugonule 
Dkfinition 3.3. La symktrie par rapport B la diagonale est l’application S de 77’ dans 
Z2 dkfinie par S(x, y)=(y, x). 
Proposition 3.4, Soient D la droite discrhe de pente u/b>O, de reste initial rO, et S la 
symbtrie par rapport h la diugonule. 
Soit D’ la droite disc&e de pente b/u et de reste initial rb. 
Alors les restes r et r’ de D et D’ sont 162s par la relution 
De plus l’intersection de D’ uvec S(D) est non vide si O<ro +rb < b+u- 1 et elle est 
d$nie par 
D’~S(D)={(X,~)EZ? max(O, rO+rb+ 1 -b)br:,,<min(u, rO+rb+ l)}. 
D’GS(D) si a-l<r,+rb<b. 
Dkmonstration. 
kx.,lj+rk,= uy-bx+r,+bx-uy+rb=rO+rb. 
Un point (x, y) appartient & l’intersection de D’ et de S(D) si et seulement si 
Odr:,,<a et O<rs(X,Yj <b. Ainsi l’intersection est non vide si 0 < r0 + rb < b + a - 1. 
Alors, comme r:,y=rO+rb-rsCX,YJ, on a les inkgalitks 
max(O, r,+rb+ 1 -b)<r:,,<min(r,+rb+ 1, a), 
Inversement, puisque rsCX,Yj = r0 + rb -r>,, , si cette condition est vkrifile, nous avons 
OGrs(X,p) <b, c’est g dire que 
(x, y)~D’ns(D). 
Pour que D’ s S(D) il faut et il suffit que 
[O,u[~[max(O,rO+rb+l-b),min(rO+rb+l,u)[ 
et par conskquent que a - 1~ r0 + rb <b. 0 
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Proposition 3.5. Si a< 6, l’image par la symttrie S par rapport & la diagonale de 
l’ensemble DP des dkbuts de paliers de la droite disc&e de pente a/b et de reste initial r0 
est la droite disc&e de pente b/a et de reste initial a - I- r0 : 
Dkmonstration. Soit (x, y)=S(y, x) le symktrique d’un dkbut de palier horizontal. 
Nous avons (Corollaire de la Proposition 2.3) 
O<r,,,= ay-bx+rO <a. 
Par constquent 
O<bx-ay-rO+a- 1 =a- 1 -rry,x<a. 
L’ensemble de tow ces points (x, y) est done la droite disc&e de pente b/a et de reste 
initial a- 1 -rO. Cl 
Proposition 3.6. Si a< b, l’image par la symbtrie S par rapport d la diagnale de 
l’ensemble FP desjins de paliers horizontaux de la droite discrite de pente a/b et de reste 
initial r0 est la droite disc&e de pente b/a et de reste initial b - 1 - r0 : 
S(FP)={(x, y)EZ210<bx-ay+b-1 -r,<a}. 
Dbmonstration. Soit (x, y) = S (y, x) le symltrique d’une fin de palier horizontal. Nous 
avons (Corollaire de la Proposition 2.3) 
b-a<r,,,=ay-bx+r,<b 
Par consirquent 
O<bx-ay-rO+b- 1 =a- 1 -rJ_<a. 
L’ensemble de tous ces points (x, y) est done la droite disc&e de pente b/a et de reste 
initial b- 1 -rO. 0 
Corollaire 3.7. L’abscisse du dbbut du palier d’ordonnge y de la droite disc&e de pente 
a/b< 1 et de reste initial r0 est don&e par la formule 
x=(by+a- 1 -rO)diva. 
L’abscisse de lajin du palier d’ordonnbe y de la droite discrite de pente a/b < 1 et de 
reste initial r0 est don&e par la formule 
x=(by+b- 1 -rO)diva. 
Dkfinition 3.8. Nous apellerons palier de code d’une droite discrkte un segment de 
code maximal ne contenant qu’une seule occurrence de l’tltment de code le plus 
grand, ce dernier ttant le dernier Gment du segment. 
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Lorsque a <b les paliers de code correspondent done aux paliers horizontaux de la 
droite. 
Corollaire 3.9. La longueur 1, du palier d’ordonnee y (et par consequent la longueur du 
palier de code correspondant) de la droite discrete de pente a/b < 1 et de reste initial r0 
est egale au code en y de la droite discrete de pente b/a et de reste initial rb = a - 1 - rO. 
De plus 
l,=[b/a] si O<rb=(by+a-1-rr,)moda<b-(bmoda), 
l,=[b/u]+ 1 si b-(bmodu)<r~,=(by~+u-1 -r,)modu<b. 
c’est a dire que les longueurs de pulier de aJb ne peuvent prendre que deux vuleurs 
possibles [b/u] ou [b/u] + 1. 
DCmonstration. Ces corollaires sont des consequences immidiates de la Proposition 
3.6 et de la Proposition 2.3. 
3.2.1. Relations entre les codes des droites discretes nuiiies de pente u/b et b/a 
Soient a et b premiers entre eux. Notons c le code de la droite discrete ndive D de pente 
a/b -C 1, c’ le code de la droite discrete nai’ve D’ de pente b/a et 1 la longueur de puliers de 
D. Soient a, <a et bI <b deux entiers posittfs vbrifiant l’identitb de B&out 
ab, -ha, = 1. 
On a ulors 
Par suite on obtient le code de la droite discrete nui’ve de pente a/b a partir de celui de la 
droite discrete naive de pente b/a par les operations suivantes: 
(1) Pour y=O a a- 1 on ecrit cI+,, 
(2) On rernplace duns le code obtenu chuque vuleur c:.+,, par une suite 0.. .Ol de 
longueur ci.+,, 
Inversement, on peut obtenir le code de la droite discrete naive de pente bJa a partir de 
celui de la droite discrete naive de pente a/b, de la maniere suivunte: 
(1) Pour x=0 a b- 1 on bcrit c,+~_~,+~. 
(2) On remplace duns la suite obtenue les puliers de code 0.. .Ol par leur longueur. 
En effet, si a et b sont premiers entre eux, il existe deux entiers positifs a, <u et b, <b 
verifiant l’identite de Bezout 
ahI-buI=l. 
On a aussi b(u-a,)-a(b-bI)= 1. 
Ainsi le reste r verifie 
rkbi .kal - -k. 
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De m&me on a 
&-a,),k(b-b,)= k. 
En particulier le reste Y’ vaut a - 1 au point d’abscisse (a - l)(a --a, ) de la droite D’, et 
par periodicitk au point d’abscisse 
(a- l)(a-a,)modu=u,. 
La droite symttrique de l’ensemble DP des dtbuts de paliers de D a un reste initial de 
a- 1, et D’ se dkduit done de S(DP) par la translation de vecteur (aI, b,). 
On a alors 
De mtme le reste r vaut a - 1 au point d’abscisse (a - 1) bl mod b = b - bl + 1 (en tenant 
compte du fait que ubl - bal = 1). Ainsi D correspond h la translatke par la translation 
de vecteur (b-b, + 1, a --a, ) de la droite ayant pour ensemble de d&buts de paliers 
S(D’). 
Exemple. u=5,b=13:8x5-3~13=1doncb,=8etu,=3,b-b,+1=6. 
Pour le couple (a, b) on a: 
lb-bl+l 
x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
r, 0 5 10 2 7 12 4 9 1 6 11 3 8 
c, 0 0 1 0 0 10100 10 1 
3 3 2 3 2 
Pour le couple (b, a) on a: 
h 
x 01234 
r: 0 3 1 4 2 
c, 2 3 2 3 3 
3.3. Compl&mentution 
D&&ion 3.10. Nous appellerons compltmentation l’application C de Hz dans Z* 
dkfinie par 
C(x, y)=(x, X-Y). 
(C’est une symttrie oblique d’axe y = x/2 et de direction l’axe vertical.) 
InterprtCtation yPomPtrique de l’algorithme d’Euclide ct reconnaissance de segments 303 
Proposition 3.11. Soient D la droite discrkte de pente a/b, de reste initial r. et D’ la 
droite discrkte de pente (b - a)lb de reste initial 6. Alors 
rc(,,,,+rk,,=ro+rb. 
L’intersection de D’ avec C(D) est non vide si 0 < rb + r. < 2b - 1 et 
D’~C(D)={(X,~)EZ*I max(O, rb+ro-b+ l)<r:,,<min(b, rb+rO+ 1)). 
De plus D’ = C(D) si et seulement si r. + rb = b - 1 
DCmonstration. 
rckyj + rh =ax-b(x-y)+ro+(b-a)x-by+& 
=ro+rb. 
Si (x, y) appartient d l’intersection alors 0 d rc(X.Yj <b et 0 d r:,y <b et par conskquent 
0dro+rb<2b- 1. D’autre part, comme r:,,=r,+r&r,(,.,, on a max(O, r,+rb- 
b+1)6r~,,<min(b,r,+rb+l). 
Inversement, puisque rc(X.Yj = r. + rb - &, si cette condition est r&alike, alors on 
a OGrcCX,YJ <b, et ainsi (x, y)~D’n C(D). 
Pour que D’=C(D) il faut done que 
[0, b[s[max(O, ro+rb+ 1 -b), min(b, ro+rb+ l)], c’est d dire ro+rb=b- 1. 0 
3.3.1. Relations entre Ies codes de droites naiiies de pentes complkmentaires 
Lorsque U-C b nous appellerons rationnel complkmentaire de a/b le rationnel 
1 -a/b = (b - a)/b. 
Examinons A pritsent les relations entre les codes de deux droites disc&es nai’ves de 
pentes complkmentaires. 
Proposition 3.12. Soient a et b deux nombres entiers positifs premiers entre eux et tels 
que b > a, a, et b, tels que ub, - ba, = 1. Soient c et c’, respectivement, le code de la droite 
disc&e nuke D de pente a/b, et le code de la droite discrPte naive D’ de pente 
complkmentaire. Alors 
et 
c:= 1 -C,+b-b, 
c,= 1 -c&, 
De plus le code obtenu en kchangeant duns c les 1 et les 0 est le code de la droite disc&e 
de pente (b-a)/b de reste initial b- 1. 
DCmonstration. 
D’aprk ce qui prMde C(D) coincide avec la droite disc&e D” de pente (b - a)/b de 
reste initial b- 1. 
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Notons c:’ le code, r:’ le reste et y:’ l’ordonnle en x de D”. Puisque, pour tout x, 
yi=x-y, on a cy= 1 -c,. 
D’autre part, comme uhI -ha, = 1, on a (b-a)(b-b,)-b(b-b,-a+a,)= 1. Le 
reste r:’ est alors nul en h - h, et le code de la droite disc&e nai’ve de pente (b - a)/b est 
c:=c:)+~_~,=~-c,+~_~~. En remplaCant x par x+b, on obtient c:+~,=~-c,+~= 
1 -c,, et par suite c,= 1 -~l,+~, 0 
Exemple. Soit a=4, b=9, al = 3, b, =7. 
Fraction 4/9: 
X 012345678 
r 048372615 
C 001010101 
l-c 1 10 1 0 1 0 1 0 
Fraction 5/9: 
X 012345678 
r’ 051627384 
C’ 010101011 
l-c’ 1 0 1 0 1 0 1 0 0 
Tco 
3.4. Truck inverse 
Indiquons encore les rksultats analogues suivants bien que nous ne nous en 
servirons pas dans la suite. 
Notation. Nous noterons SC la symttrie centrale dttfinie par 
SC(x, y)=(-x, -y). 
Proposition 3.13. Soit D une droite discrBte de pence a/b de reste initial ro, et D’ la droite 
discrhe de pente u/b de reste initial rb. Les restes r et r’ de D et D’ respectivement, 
vkrijent 
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L’intersection de D’ avec SC(D’) est non vide si et seulement si 
O<r,+rb<b-1. 
De plus 
D’nSC(D)={(x, y)~Z’l max(0,r0+r&b+1))6r~,,<min(b,r,+r~+1)} 
et D’ = SC(D) si et seulement si r0 + rb = b - 1. 
Dkmonstration. 
kky)+rky= -ax+by+r,+ax-by+rb=rO+rb. 
La suite de la dkmonstration est exactement la meme que celle de la Pro- 
position 3.11 0 
ConsCquence. Pour retracer en partant de (b, a) le segment de droite discrkte 
[(0, 0), (b, a)] de reste initial r,,, il sufit de prendre le reste initial pour le retragage &gal 
b rb = b - 1 - rO. En particulier, pour un segment de Bresenham (rO = [b/2]), on prendra 
rb=b-l-[b/2]. 
Lorsque b est impair on retrouve done rb= [b/2]: c’est encore un segment de 
Bresenham. 
Ceci est li6 aux propriktks de palindromie du code (cf. [3]): 
D’apris la Proposition 3.13 pour obtenir un code palindrome, il faut que 
r0 = rb =(b - 1)/2, ce qui n’est possible que si b est impair et alors r,, = [b/2]. 
Considkrons la droite disc&e nai’ve de pente a/b, a et b ktant supposks premier 
entre eux. Soient a, et bI deux entiers positifs tels que ah, - ba, = 1. 
Proposition 3.14. Soit D la droite disc&e naive de pente a/b, D’ la droite disc&e de 
pente a/b de reste initial b- 1. Soient c et c’ les codes respectifs. On a les relations 
suivantes: 
(1) C:=cb-hl+x 
(2) c:=c_, 
D’oG une relation de symktrie du code d’une droite discrbte nai’ve 
Dkmonstration. Comme D’=SC(D) nous avons c:=y:+,-4’:=-y_,_,+y_,= 
c_,_ 1. D’aprh I’identitk de Btzout l’abscisse du point de la droite D oti le reste est 
b-l est 
(b-l)b,modb=b-b,. 
I1 en rtsulte que c:=c~_~~+~. D’oti nous dkduisons la relation la relation 
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Exemple. Soit a =4, b = 9, al = 3, bl = 7 (voir Fig. 2). 
x 
T 1‘ 
b-b b 1 
Fig. 2. 
X 012345678 
r, 048372615 
c X 001010101 
I r, 837261504 
c’ X 101010100 
c,-1 100101010 
Cbbb,-x 100101010 
4. Algorithme des d&buts et fins de paliers 
D’apres la Proposition 3.6 (section 3) et ses corollaires les images par la symttrie 
S des debuts de paliers de la droite discrete de pente a/b et de reste initial r0 
constituent la droite discrete de pente a/b et de reste initial a- 1 -ro: 
D’=((y,X)Ez210<r:,Y =by-ax+a- 1 +ro <a>. 
L’abscisse du palier d’ordonnee y est ainsi donne par la formule 
x=(by+a- 1 -rO)diva. 
On peut done calculer les abscisses des debuts de paliers par un algorithme de type 
Bresenham. 
Si (x0, y,) est le point initial du segment et r,, le reste de la droite de pente a/b en ce 
point, I’algorithme suivant affiche les abscisses des debuts de paliers: 
4.1. D&huts de pokers 
r:=a- 1 -ro; 
x:=x0; 
xmax:=xo+b; 
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bo:= bmod a; 
q:=bdivu; 
Tant que x < xmax faire 
debut 
afficher (x); 
r:=r+bo; 
x:=x+q; 
si Y> =a alors 
debut 
r:=r-a; 
x:=x+ 1; 
fin; 
fin; 
De m&me l’abscisse de la fin du palier d’ordonnee y est donne par la formule 
x=(by+b- 1 -rO)divu. 
Les images par la symetrie S de ces fins de paliers sont les points de la droite discrete 
de pente u/b et de reste initial b- 1 -rO: 
D’={(x,y)EZ’IOGr:,, =by-ux+b-l+rO<u 
Les longueurs de palier s’obtiennent par 
I,=bdivu si (by+b-l-r,)modu<b-(bmodu) 
/,=(bdivu)+l si (by+b-l-rO)modu>b-(bmoda). 
I1 suffit done de remplacer dans l’algorithme precedent les initialisations de r et de 
x par 
r:=(b- 1 -rO)modu; 
x:=xo+((b- 1 -rO)divu); 
D’on l’algorithme: 
4.2. Fins de puliers 
r:=(b- 1 -rO)modu; 
x:=xo+((b- 1 -rO)divu); {l:=(b- 1 -rO)divu} 
xmax:=xO+b; 
b,:=bmodu; 
q:=bdiva; 
Tant que x<xmax faire 
debut 
afficher(x); {afficher(l);} 
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r:=r+bo; 
x:=x+q; {l:=q;} 
si Y> =a alors 
debut 
r:=r-a; 
x:=x+ 1; {/:=q+ 1;) 
fin; 
fin; 
Entre accolades nous avons indique les modifications a faire pour afficher les lon- 
gueurs de paliers au lieu des abscisses de fins de paliers. 
5. Interprbtation gkombtrique de I’algorithme d’Euclide 
5. I. L hlgorithme d’Euclide 
Dans l’algorithme d’Euclide: 
Repeter 
r:=amodb; 
a:= b; 
b:= r; 
jusqu’a ce que r = 0; 
chaque iteration peut se decomposer en les deux operations suivantes 
_ remplacer a par amod b 
_ &hanger a et b. 
Si on interprete a/b comme la pente d’une droite discrete D ces operations 
arithmitiques correspondent aux transformations geometriques suivantes sur les 
droites 
- la transvection de parametre [a/b] 
- la symetrie par rapport a la diagonale. 
L’algorithme d’Euclide applique a (a, b) s’interprete en termes de transformations 
geombtriques sur les droites disc&es comme une succession des deux operations 
suivantes: 
(1) Transvection de parametre [a/b] : 
il correspond au remplacement de a par amod b. 
(2) Symbtrie par rapport a la diagonale: 
elle correspond a P&change de a et de b. 
Cet algorithme effectut sur les droites disc&es de pente rationnelles s’arrete done 
lorsqu’on arrive a une droite de pente entiere. 
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Interprkt6 en termes d’opbrutions sur les codes ii consiste en une succession des deux 
operations sumantes, traduisant l’effet des transformations precedentes: 
(1) Retrancher de chaque element de code l’element de code le plus petit: 
on obtient alors un code formb des seuls elements 0 et 1. 
(2) Remplacer chaque palier de code 0.. . 01 par sa longueur. 
Ceci nous conduit alors a un procede de construction, a un dephasage pres, du code 
d’une droite discrete de pente u/h (cf. [24]): 
(1) Appliquer l’algorithme d’Euclide a a et b, ce qui fournit les restes Ri et les 
quotients ql. 
(2) Le dernier reste non nul R,, rep& a l’infini est le code cn d’une droite discrete de 
pente entiere R,. 
Pour i= n a 1 faire 
(3) Remplacer dans le code ci chaque Clement de code par un palier 0. ..Ol de 
longueur &gale a la valeur de cet element de code. Le code obtenu est note cim ‘. 
(4) Ajouter a chaque element de code de ci- ’ le quotient qi_ 1. 
On pourrait obtenir le code dune droite discrete exactement en calculant a chaque 
&tape les dephasages d’aprts 3.2.1. 
5.2. L’algorithme d’Eucliae nzodtjie 
Le nombre d’iterations de l’algorithme d’Euclide peut etre diminut en construisant 
une suite Ri decroissant plus rapidement. Ceci peut etre obtenu de la maniere 
suivante: 
repeter 
r:=amodb; r’:=h-r; 
r:=min(r, r’); 
al-h; b:=r. 
jusqu’a ce que r =O; 
Appelons cet algorithme l’algorithme d’Euclide modifil. 
Chacune des iterations de cet algorithme peut se d&composer en la suite 
d’operations suivantes: 
_ remplacer a par amod b 
~ si a>b-a remplacer a par b-a 
~ &changer a et b. 
Interpretee en terme de transformations sur les droites disc&es cette suite 
d’operations arithmitiques correspond i la suite de transformations geometriques 
suivantes 
- transvection de parametre [u/b] 
~ complementation si a 3 b-a 
_ symttrie par rapport a la diagonale 
et en termes d’operations sur les codes, a la suite d’operations suivantes sur les codes 
~ Soustraction a tous les elements de code de l’tlement de code le plus petit 
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- Echange des codes 1 et 0 dans le cas ou les codes 1 ne sont pas isolts 
~ Remplacement des paliers de code 0 . ..Ol par leur longueur. 
6. Reconnaissances de droites discrtites 
6.1. Une caracterisation des droites discretes 
Nous allons a present examiner la question de la reconnaissance d ‘un code de 
droite discrete, puis d’un code de segment de droite discrete. Considerons l’algorithme 
suivant: 
Algorithme EC (Euclide code): 
R&peter 
(1) Retrancher de chaque element de code l’elbment de code le plus petit (on obtient 
alors un code forme de 0 et de 1). 
(2) Echanger eventuellement les 0 et les 1, de faGon a ce que les 1 soient isolbs. 
(3) Remplacer duns le code obtenu les sequences de longueur maximales de la forme 
O...Ol par leur longueur. 
Jusqu’a ce qu’on obtienne un code constant. 
Nous avons vu dans la Section 3 que chacune de ces operations appliquee a un code 
de droite discrete redonne un code de droite discrete (en particulier un code formt 
uniquement de deux elements de codes consecutifs) et dans la Section 5 que la 
succession de ces operations se traduisent sur la pente par l’algorithme d’Euclide 
modifie. Par consequent au bout d’un nombre fini d’applications de ces operations on 
obtient un code constant. Inversement, en partant d’un code constant et en effectuant 
une suite quelconque d’operations inverses des precedentes on obtient encore 
a chaque etape un code de droite discrete. D’ou la proposition 
Proposition 4.1. Le code de droite discrete de pente rationnelle est caractbrisbe par la 
proprietb suivante 
(1) un nombre jini d’applications des operations precedentes conduit a un code 
constant 
(2) a chaque iteration le code obtenu est forme uniquement de deux valeurs 
consecutives. 
Remarque. Le fait qu’un des elements de code doit etre isole est une consequence de la 
Condition (2). En effet supposons que le code contienne a la fois la sequence qq et la 
sequence (q + l)(q + 1). La deuxieme sequence contient un palier de code de longueur 
1, tandis que la premiere est incluse dans un palier de longueur superieure a 3: a l’etape 
suivante ce difaut serait done detecte. Mais on pourrait ajouter cette condition 
supplementaire pour diminuer le nombre d’iterations necessaires. 
Une objection majeure a l’utilisation pratique de cette proposition est qu’elle 
suppose qu’on traite des courbes infinies, ce qui n’est jamais le cas dans la pratique, et 
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plus grave, l’algorithme obtenu (meme si on neglige le fait que chaque operation 
demande en definitive un nombre infini d’operations arithmetiques), pourrait 
bien ne jamais se terminer par exemple dans le cas de droites disc&es de pente 
irrationnelle. 
6.2. Reconnaissance de segments 
Examinons a present comment on pourrait appliquer l’algorithme EC a des 
segments de codes finis. La difficulte vient des extrimites: le premier et le dernier palier 
peuvent Ctre incomplets: en tenir compte alors qu’ils sont trop courts conduirait 
a rejeter un code qui pourrait tout de m&me etre un code de droite discrete. 
Exemple. 
0010010010001001000100100l00 
3 3 3 4 3 4 3 3 3 (Nous comptons 3 pour le dernier 
000 10 1 0 0 0 palier car il faut le completer 1) par 
4 2 4 
Ce code serait rejete alors que c’est le code d’un segment de pente 5/17: il est contenu 
dans 
000100100010010010001001000100100100010010001001001 
T t 
Une solution consisterait a negliger les paliers externes, mais cela ne conduirait pas 
a un algorithme de decision infaillible. 
Exemple. Dans I’exemple suivant, en negligeant les paliers initiaux et terminaux on 
obtient 
001001001010010100100100 
3 32 32 3 3 
1 10 10 1 1 
0 01 01 0 0 
2 
On accepterait done ce code alors que ce n’est pas un code de segment de droite 
discrete. 
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En effet le premier et le dernier palier seraient au moins de longueur 3. Or c’est trop 
long pour que ce soit un code de droite discrete: 
001001001010010100100100l 
3 3 32 32 3 3 3 
1110 10 111 
0 0 01010 0 0 
4 2 4 
le premier et le dernier palier du code final obtenu sont au moins de longueur 4: ce 
code serait done a rejeter. 
I1 faut done affiner le pro&de de choix des paliers qu’on conserve. 
DCfinition 4.2. Dans une sequence finie formee de 0 et de 1, dans laquelle les codes 
1 sont isoles: 
On appellera palier interne un palier de code precede par au moins un element de 
code de valeur 1 (etant un paher il se termine necessairement par 1). 
On appellera palier initial le palier de code qui n’est precede par aucun code 1. 
On appellera palier terminal la sequence terminale, si elle existe, form&e uniquement 
d’elements de code 0. 
Le palier initial et le palier terminal seront appeles paliers externes. 
On appellera longueur corrigte du palier terminal la longueur de ce palier aug- 
mentee de 1 (pour tenir compte du code 1 qu’il faudrait lui ajouter pour le completer). 
Dans la suite lorsque nous parlerons de la longueur du palier terminal ce sera toujours 
de la longueur corrigee dont il s’agira. 
Les exemples precedents, conduisent $ une premiere constatation: s’il existe des 
paliers internes il faut negliger les paliers externes de longueur inferieure ou tgale a la 
longueur du palier interne le plus court. 
Nous definissons maintenant les paliers externes complets c’est A dire ceux dont on 
tiendra compte, les autres seront negliges. 
Dkfinition 4.3. S’il existe des paliers internes, un palier externe sera complet si sa 
longueur est strictement superieure a la longueur du palier interne le plus court. 
s’il n’existe pas de palier interne, le palier externe le plus long sera complet. 
Exemples. 
(1) 0000100010001000010001000100010000: 
ici les paliers externes sont tous les deux complets. 
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(2) 00010001000100001000100010001000: 
le palier initial 0001 n’est pas complet, il a la meme longueur que le palier interne le 
plus court. Le palier terminal n’est pas complet non plus, sa longueur (corrigee) est 
tgale a la longueur du palier interne le plus court. 
(3) 000100: 
le palier initial est complet, mais pas le palier terminal. 
(4) 0001000: 
les deux paliers externes sont complets. 
6.3. Dtternzination des cmacteristiques 
Pour tester si un segment de code fini est le code d’un segment de droite discrete, 
nous utilisons done le meme procede que pour un code infini, mais en ne tenant 
compte que des paliers internes et des paliers externes complets. 
Etant donne que le code diminue au moins de moitie a chaque iteration on 
a l’alternative suivante: 
(1) On detecte des elements de codes differant de plus de 1: le code n’est pas le code 
d’un segment de droite discrete. 
(2) On aboutit a un code constant eventuellement reduit a un seul element. 
Dkfinition 4.4. Nous appellerons caractiristiques d’un segment S les elements 
suivants: 
(a, b, r0,1) 
a/b &ant la pente du segment (c’est a dire de la droite qui le Porte) r. le reste initial et 
1 la longueur du segment. 
Remarque. Nous supposerons ici que le segment est d’origine (O,O), cas auquel on 
peut toujours se ramener par une translation. 
Examinons maintenant comment determiner les caracteristiques du segment dans 
le cas ou l’algorithme aboutit a un code constant. Notons les segments de code 
obtenus au tours de la ieme iteration 
Si,r apt-es l’operation de transvection correspondant a la soustraction de l’element 
de code le plus petit de tous les elements de code. 
Si,c apres l’eventuelle operation de complementation correspondant a V&change des 
code 1 et 0. 
Si,, apt-es l’operation de symttrie correspondant au remplacement des paliers de 
code par leur longueur. 
Nous supposerons d’autre part que les elements de code sont numerates a partir de 0. 
(1) Dans le cas d’un code Si,s constant Cgal a q: 
Ce code est alors le code d’un segment de droite de pente entiere q et de reste 
initial 0. 
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(2) Supposons qu’i la fin de l’itkration i nous ayons trouvt le code Si,, d’un segment 
de droite disc&e dont les caractkristiques sont (ai, bi, Ti, Ii). Et supposons que dans 
l’obtention de ce code nous ayons nkgligt un palier initial de longueur gi. 
En refaisant les optrations inverses des optrations correspondant g cette it&ration 
nous obtenons successivement: 
(a) Si,c est un segment de code contenu dans celui de la droite disc&e de de 
caractkristiques a =bi, b=a, et le reste correspondant A l’ekment d’indice gi ktant 
vi = ai - 1 - ri. Les paliers externes kventuellement ntgligks ayant une longueur au plus 
Cgale h celle du palier le plus court de cette droite sont contenu dans les paliers 
correspondants de celle-ci. Le reste au dCbut du segment Si,c est alors 
ri=(ri-gia)modb. 
(b) Si,, a alors les m&mes caracttristiques que Si,, si l’opkration de compltmentation 
n’a pas it& effectuke, et dans le cas contraire a les caracttristiques suivantes 
a=b-a, b, ri=b- 1 -ri. 
(c) Finalement Si _ 1 ,s aura les caractkristiques suivantes: 
ai_,=a+min*b 
oti min est l’ekment de code le plus petit de Si_ l,s, et ri- 1 =ri. 
D’autre part il est facile de voir que l’algorithme utilist ne rejettera jamais un code qui 
est effectivement un code de droite disc&e: on ne conserve les paliers externes que 
dans le cas oti il n’est pas possible de les prolonger. 
En r&sum&: 
Nous avons montri 
(1) que l’algorithme se termine 
(2) que si le code n’est pas rejetk il coincide avec le code d’un segment de droite 
disc&e dont on peut dbterminer les caractt?ristiques. 
(3) Que le code d’un segment de droite discrkte n’est jamais rejetk. 
C’est & dire que l’algorithme peut dkider de manibre infaillible si un segment de code est 
un code de droite discrbte et en cas de rbponse positive dbterminer ses caractbristiques. 
4.4. Algorithme de reconnaissance 
Nous donnons ri present l’algorithme sous forme r&cursive. Sa transformation en un 
algorithme ittkratif ne prisente aucune difficult& 
Nous supposerons avoir A notre disposition les fonctions et prockdures suivantes: 
Fonction MaxCode(entrte code:type_code):entier; 
{calculant le maximum des ttltments de codes de C} 
Fonction MinCode(entrke code:type_code):entier; 
{calculant le minimum des tltments de codes de c} 
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Fonction Longueur(entree code:type_code):entier; 
jdonnant la longueur du code c} 
Procedure Transvection(entree q:entier;sortie c:typeecode); 
{Retranchant a tous les elements de code de c le nombre 4) 
Procedure Compltmentation(sortie c:typeecode; sortie complement:booleen); 
(Si l’element de code 1 n’est pas isoli, met complement a vrai et echange les elements 
de code 0 et 1 dans c, sinon met complement i faux} 
Procedure SymCtrie(sortie c:type_code; sortie y:entier); 
{ Remplacant tous les paliers de codes internes et les paliers externes complets par leur 
longueur (corrigte pour le palier terminal) et renvoyant dans g la longueur du palier 
initial neglige (0 si le palier initial est complet.)) 
Rappelons que 
(1) La longueur corrigee du palier terminal est sa longueur plus 1. 
(2) S’il existe des paliers internes, un palier externe est complet si sa longueur 
(corrigee pour le palier terminal) est strictement superieure au palier interne le plus 
court. 
(3) En l’absence de paliers internes, c’est le plus long (en longueur corrigee) des deux 
paliers externes qui est complet, ou les deux si ces longueurs sont les memes. 
La procedure est alors la suivante: 
Procedure Reconnaissance(entree c:Typeecode; 
sortie a, b, r, I: entier; 
sortie segment boolien); 
variables locales 
mini, {minimum des elements de code} 
maxi, {maximum des elements de code} 
49 {Longueur du palier de code interne le plus court} 
Y {Nombre d’elements de code negliges} 
temp {variable temporaire} 
:entier; 
complement (’ d’ t m tea eur de compltmentation} 
:boolCen; 
Debut 
segment:= vrai; 
I:= Longueur(c); 
mini:= MinCode(c); maxi:= MaxCode( 
Si maxi > mini + 1 alors segment := faux; 
Si segment alors 
debut 
Si maxi # mini alors 
debut 
Transvection(c, mini); 
Complementation(c, complement); 
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Symttrie(c, y); 
Reconnaissance(c, a, b, r, I); 
Si segment alors 
debut 
temp:= a; a:= b; b:= temp; 
r:=(a-- 1 -r); 
tant que g > 0 faire 
debut 
r+r-_a 
si r<O faire r:=r+b; 
g:=g- 1; 
fin; 
si complement alors 
debut 
a:=b-a. 
r:=b-1-r. 
fin; 
a := a + mini* b; 
fin; 
fin; 
Si maxi = mini alors 
debut 
a:= mini; 
b:= 1; 
Y:= 0; 
fin; 
fin; 
Fin: 
Remarque. Pour la determination des caracteristiques d’autres choix seraient pos- 
sibles pour la notion de palier externe complet en l’absence de paliers internes, ou 
dans le cas od tous les paliers internes ont la meme longueur, mais ces choix 
conduiraient a des entiers plus grands pour a et b. Dans le premier cas, toute valeur 
suptrieure a la longueur du plus grand palier externe pourrait etre choisie comme 
longueur de palier pour le dernier code. Dans le deuxieme cas, des longueurs de 
paliers externes egales a la longueur des paliers internes diminuee de 1 pourraient 
convenir. Ceci traduit la non unicite des droites disc&es contenant un segment 
donne. 
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Exemples. 
1) 
00100010010010010001001001001001000100100100100 go=3 
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4 3 3 3 4 3 3 3 3 
1000 1 0 0 0 0 
4 5 
0 1 
4 3 3 3 q1 = 3, complement = 0 
1 0 0 0 YI=f 
q2 = 4, complement = 0 
92=0 
q,=2. 
Code reconstitue et caracteristiques: 
121 (a3=2=q,, b3=1, r3=O) 
I (az= 1 =b3, bZ=2=a3, r,=O) 
ccl (a;=9=b,q,+a,, b;=2=bz, r;=r,=O) 
1 1000100001000 (a,=2=b;, b,=9=u;, r,=8=(a,-1-r’r-g,u,)modb,) 
4333433334333 (nb=29=q,bl+a,, bb=9=bl, rb=rl=8) 
00100010010010010001001001001001000100100100100 I 
(ao=9=bb, b,=29=ab, r,=2=(a0-I-rb-goao)modb,) 
Code initial: 
00100010010010010001001001001001000100100100100 
2) 
0010001001001001000100100100010010001001001001000 
4333 4 3 3 4 3 4 3 3 3 4 
1000 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 
4 3 2 4 
Ce n’est pas un code de droite discrete: 3 elements de code distincts. 
7. Autres applications 
7.1. Pot~~gonalisution de courhes 
En modifiant legerement l’algorithme now pouvons d&composer une courbe “fon- 
ctionnelle” en une reunion de segments de droites disc&es formant ainsi un polygone 
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discret. Nous supposerons la courbe donnee par un code fonctionnel c. Partant d’un 
point de cette courbe, en faisant une analyse analogue a celle de l’algorithme de 
reconnaissance, on peut determiner le segment de droite discrete le plus long contenu 
dans cette courbe et ayant ce point pour origine. A chaque etape de I’iteration on 
termine l’analyse des qu’un palier trop long ou trop court est detect6 (c’est a dire 
rendant maxi - mini > 1, mini ttant la longueur du palier le plus court et maxi celle du 
palier le plus long. On determine ensuite les caracteristiques du segment de droite 
qu’on peut ainsi reconstruire par le meme pro&de que dans l’algorithme de reconnais- 
sance. Partant de la deuxieme extremite de ce segment on peut iterer ce pro&de qui 
conduit ainsi a une decomposition de la courbe en segments de droites disc&es dont 
on connait les caracttristiques. 
7.2. DPrivGe dis&te et tangentes 
Le m&me pro&de legerement modifit, permet de determiner la tangente a une 
courbe discrete en un point, connaissant son code. I1 faut commencer par determiner 
les limites du palier dans lequel se trouve le point donne. Cette fois-ci I’analyse devra 
se derouler symetriquement par rapport au point donne et s’arreter des qu’a une 
iteration un palier trop long, ou trop court, est detect& On peut alors determiner les 
caracteristiques du segment ainsi trouve. La droite discrete portant ce segment est la 
droite discrete qui, au voisinage du point, “colle” le mieux a la courbe, et peut done 
Ctre consider+ comme la tangente a la courbe en ce point. La pente de cette droite peut 
ainsi etre consideree comme la d&iv&e discrete de la courbe en ce point. 
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